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On pourra utiliser les résultats suivants :√
2, 4 ' 1, 55,

√
2, 5 ' 1, 58,

√
25 = 5,

√
400 = 20.

D'autre part, les résultats numériques �naux pourront être arrondis.

Exercice 1

1. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que pour tout entier n ∈ N∗,
P (Xn = 1) = e−n, P (Xn = 2) = 1− 2e−n et P (Xn = 3) = e−n.
(a) Montrer que la suite (Xn) converge en loi vers la variable aléatoire certaine 2.
(b) Montrer que la suite (Xn) converge en moyenne quadratique vers 2. Que peut-on en déduire ?

2. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires dont la densité de probabilité est donnée pour tout n ∈ N∗ par

fn(x) =

{
1

θ+ 2
n

si x ∈ [− 1
n ; θ +

1
n ]

0 sinon
.

Montrer que la suite (Xn) converge en loi vers une loi uniforme sur l'intervalle [0, θ].

Exercice 2

On suppose que la durée de vie en années d'un téléphone d'un certain type peut être modélisée par une
variable aléatoire X qui suit une loi normale d'espérance m et d'écart-type σ. On note X1, ..., Xn la durée
de vie en années de n téléphones de ce type pris au hasard. On suppose que les variables aléatoires X1,...,Xn

suivent la même loi que X et sont indépendantes. On note x1,...,xn les réalisations des variables aléatoires
X1,...,Xn.

1. Rappeler les estimateurs naturels sans biais et convergents de m et σ2.

2. On réalise n = 25 observations. On obtient les résultats suivants :

x25 = 1
25

25∑
i=1

xi = 3, 5 et 1
25

25∑
i=1

(xi − x25)2 = 2, 4.

(a) Donner une estimation ponctuelle non biaisée de m et de σ2.
(b) Donner un intervalle de con�ance bilatéral symétrique au niveau de con�ance 95 % pour m.
(c) Donner un intervalle de con�ance unilatéral à droite au niveau de con�ance 95 % pour σ2.

3. Un journaliste a écrit que moins de 10 % des téléphones portables de ce type ont une durée de vie
qui dépasse 5 ans. Qu'en pensez-vous ?
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Exercice 3

On suppose que le nombre annuel de litiges commerciaux qu'une société A entretient avec un de ses
clients peut être modélisé par une variable aléatoire X qui suit une loi de Poisson de paramètre θ. La société
A souhaite que le nombre moyen de litiges par client ne dépasse pas 0,2 et veut donc s'assurer qu'elle va
respecter cet engagement.

La société s'intéresse à un échantillon de n clients. On note X1, ..., Xn le nombre annuel de litiges entre-

tenus par la société avec chacun de ces clients. On suppose que les variables aléatoires X1,...,Xn suivent la

même loi que X et sont indépendantes. On note x1,...,xn les réalisations des variables aléatoires X1,...,Xn.

Partie A : On suppose que θ = 0, 1.

1. Calculer la probabilité que la société entretienne au moins un litige avec un client pris au hasard.

2. On suppose que n = 400. Calculer la probabilité que la société entretienne en moyenne plus de 0,2 litige

par client de l'échantillon.

Partie B : On suppose que θ est inconnu. L'objectif de cette partie est d'estimer θ.

1. Construction d'estimateurs

(a) Rappeler l'espérance et la variance de la loi de Poisson.

(b) Déterminer l'estimateur de θ obtenu par la méthode des moments d'ordre 1.

(c) Déterminer l'estimateur de θ obtenu par la méthode des moments d'ordre 2.

(d) Montrer que la vraisemblance de (X1, ..., Xn) est donnée par :

∀(x1, ..., xn) ∈ Nn, L(x1, ..., xn; θ) =
e−nθ×θ

n∑
i=1

xi

n∏
i=1

xi!

(e) En déduire l'estimateur du maximum de vraisemblance de θ.

2. On s'intéresse désormais à l'estimateur Xn = 1
n

n∑
i=1

Xi de θ.

(a) Montrer que Xn est un estimateur sans biais et convergent de θ.
(b) Montrer que l'information de Fisher apportée par l'échantillon sur le paramètre θ est In(θ) =

n
θ .

(c) Montrer que l'estimateur Xn est e�cace.

3. Estimation de θ

On suppose que n = 400. On relève
400∑
i=1

xi = 40.

(a) Donner une estimation ponctuelle non biaisée de θ. Justi�er succinctement le choix de l'estimateur utilisé.
(b) La société peut-elle être quasiment certaine de respecter son engagement de ne pas dépasser 0,2 litige
par client en moyenne ?
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Exercice 4

Suite à des informations transmises par un lanceur d'alerte, le service des impôts enquête sur des comptes
d'exilés �scaux domiciliés chez une banque B dans un paradis �scal. Le service des impôts sait que les comptes
des exilés �scaux français domiciliés chez la banque B sont numérotés de 1 à N et que chacun de ces N numé-
ros correspond bien à un compte d'un exilé �scal français. L'objectif du service des impôts est de déterminer
le nombre N de comptes d'exilés �scaux domiciliés chez la banque B.

Le service des impôts a connaissance d'un échantillon de 4 numéros de compte transmis par le lanceur
d'alerte.

Pour chaque question, indiquer sans justi�cation la bonne réponse. Le barème appliqué tiendra unique-

ment compte du nombre de bonnes réponses.

1. Parmi les statistiques suivantes, laquelle est un estimateur sans biais de N ?
A. La moyenne empirique des 4 numéros de compte de l'échantillon.
B. Le maximum des 4 numéros de compte de l'échantillon.
C. Le minimum des 4 numéros de compte de l'échantillon.
D. La variance empirique des 4 numéros de compte de l'échantillon.
E. Le double de la moyenne empirique des 4 numéros de compte de l'échantillon.
F. Le double de la moyenne empirique des 4 numéros de compte de l'échantillon auquel on retranche 1.

2. Parmi les statistiques suivantes, laquelle est un estimateur biaisé mais asymptotiquement sans biais de
N ?
A. La moyenne empirique des 4 numéros de compte de l'échantillon.
B. Le maximum des 4 numéros de compte de l'échantillon.
C. Le minimum des 4 numéros de compte de l'échantillon.
D. La variance empirique des 4 numéros de compte de l'échantillon.
E. Le double de la moyenne empirique des 4 numéros de compte de l'échantillon.
F. Le double de la moyenne empirique des 4 numéros de compte de l'échantillon auquel on retranche 1.

3. Le service des impôts a connaissance des numéros de compte suivants : 12, 50, 68 et 110. Donner une
estimation non biaisée de N .
A. 60
B. 110
C. 12
D. 1242
E. 120
F. 119
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Loi normale centrée réduite

X ∼ N (0; 1)

Fonction de répartition F (t) = P (X ≤ t)

La valeur de t se lit en additionnant les valeurs en en-tête de ligne et de colonne. La valeur de F (t) correspondante
est la valeur lue dans la case située sur la même ligne et la même colonne.

Table pour les grandes valeurs de t
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