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1. (12 points) Soit © un ensemble et A une algebre sur .
1. (2 points) Donner les trois propriétés qu’une probabilité P : A — [0, 1] doit satisfaire.
2. (3 points) Soit A € A un événement. Décrire bricvement les trois approches historiques (et
philosophiques) pour le calcul de P(A). Indiquer les limites que 1'on a vu en cours.
3. (1 point) Donner la définition d’une capacité v : A — [0, 1].
4. (1 point) Montrer que toute probabilité est une capacité.
5. Une capacité est convexe ssi VA1, Ay € A v(A1 U Ag) +v(A; N Ag) > v(Ar) + v(A2).
(a) (2 points) Montrer que une capacité v est convexe ssi VA, B,C € A t.q. A C B et
BNnC=0,v(BUC)—v(B)>v(AUC)—v(A).
(b) (3 points) Soit P une probabilité sur (€2,.4) et soit f : [0, 1] — [0, 1] une fonction croissante
et convexe telle que f(0) =0 et f(1) = 1. Montrer que v : A — [0, 1] définie pour tout

A € A par v(A) := f(P(A)) est une capacité convexe.
(On utilisera le résultat suivant. Soit R(z,y) = %{l(y) Alors f est convexe ssi R(x,y)
est croissant en = (en y) pour y (pour z) fixé).
2. (9 points) Soit Q = {wy,...,w,} ensemble d’états de la nature et A = 2. Soit £ l'ensemble
des lois de probabilité sur (2, A), c.a.d. si I'on dénote p; = P({w;}) on a £ = {(p1,...,pn) €

R™p; > 0,Vi = 1,...,n, et > =, p; = 1}. On considére le sous-ensemble P C L ou P =
i=1

n
{PeLl, P{wi}) > a;,Vi=1,...,n} avec a; fixé dans R tel que Z a; < 1.
i=1
1) (1 point) Montrer que le vecteur (p1,...,p,) défini par p; = a; pour i = 1,...,n — 1 et p, =
1— 3" a; est dans P.
2) (1 points) Montrer que v : A — [0, 1] définie par v(A) = gﬂ% P(A) VA € A est une capacité.
€

On admet dans la suite que la capacité v définie ci-dessus est convexe.



3) (1.5 points) A P’aide du point 1), calculer explicitement v(A) VA € A.
(Astuce : Considérer trois cas, A=Q, A=0 et A#Q,0.)

4) (2 points) Montrer que les ensembles P et {P € £, P(A) > v(A) VA € A} sont égaux.

5) (1 point) Soit f : © — R une fonction, donner une expression alternative de gﬁg Ep(f) en la
€

justifiant.

6) (2.5 points) Application numeérique :

Q1 w w9 w3 w4
a; | 2/10 | 3/10 | 1/10 | 2/10
fi 0 2 4 1
fo 2 1 1 2

Calculer [ f; dv puis Pmi% Ep(fi), i =1,2. Lequel des deux actifs f; ou fy choisira un adversaire de
€

I'incertitude ?



