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Les exercices sont indépendants et peuvent étre résolus dans n’importe quel ordre.
Baréeme indicatif : questions : 8 points, exercice 1 : 4 points, exercice 2 : 10 points

Questions :
1. Que pensez-vous des affirmations suivantes
a. Un sondage stratifié, quelle que soit son critére de stratification donnera toujours
des estimations au moins aussi précise qu’un sondage aléatoire de méme taille :
vrai / faux

b. Un sondage a probabilité inégale, quelle que soit son critére de définition des
probabilités de sélection des individus, donnera toujours des estimations au moins
aussi précise qu’un sondage aléatoire de méme taille : vrai / faux

2. L’échantillonnage non probabiliste est un moyen de sélectionner des unités d’une
population a l'aide d’'une méthode subjective (c.-a-d. non aléatoire). Il n’est pas
nécessaire d’avoir une base de sondage complete pour ['échantillonnage non
probabiliste. Quels sont les avantage et les limites de cette méthode par rapport a un
sondage probabiliste ?

3. Donner un plan de sondage qui permet de sélectionner a probabilité inégales, mais
avec une meilleure précision qu’un sondage aléatoire simple

4. Qu’est ce qui peut justifier selon vous I'utilisation de plans en plusieurs degrés ?
Donner un exemple

Exercice 1: On souhaite estimer la quantité d’eau moyenne (exprimée en m3) consommée
annuellement par les habitants d’une ville donnée de 100 000 habitants. On sélectionne par un
plan simple un échantillon de 250 habitants.

Les résultats obtenus sont les suivants :
n

i=1

n

Z x? =921310

i=1

1. Donner un intervalle de confiance a 95% pour la quantité d’eau moyenne consommée
annuellement par les habitants de cette ville.

2. On s’intéresse maintenant a la quantité totale consommée annuellement par
I'ensemble des habitants de la ville. Donner une estimation, puis un intervalle de
confiance a 95% pour cette quantité totale.



Exercice 2 : Un collectif européen de cirques abandonne les spectacles d’animaux sauvages et se
retrouve avec 100 éléphants a rapatrier en Afrique par avion depuis une ville d’Europe. Les
éléphants sont classés en deux catégories : les males et les femelles. Afin d’affréter les équipages
et les avions, on veut estimer le poids total du troupeau. L’année précédente, on avait fait peser
les 100 éléphants et on avait trouvé ceci.

Effectifs Nn | Moyennes i | g2

Males 60 6 4
Femelles | 40 4 2.25

Le probléme va étre d’estimer le plus précisément possible le poids du troupeau de 100 car
affréter un avion-cargo coute cher, et peser 100 éléphants est compliqué et on a ni le matériel ni
le temps ... Chaque avion peut porter 50 tonnes de cargo, on veut limiter le nombre de voyages.

1. Calculer o2et Eépour I'année précédente. (utiliser la formule de la décomposition de la
variance totale )

H H
9 1 Z . oa 1 Z : 2 2 2
7= T ‘\hﬂ-h | T N ['”".’ '”} = Tintra T Tinter-

h=1 fi=1

2. Le directeur suppose désormais que les dispersions de poids n’évoluent pas sensiblement
d’une année sur l'autre (ce type d’hypothése reste ici trés raisonnable et se rencontre
couramment en pratique quand on répete des enquétes dans le temps). Si le directeur
procede a un tirage aléatoire simple de 10 éléphants, quelle est la variance de I'estimateur
du poids total du troupeau ?

3. Sile directeur procéde a un tirage stratifié avec allocation proportionnelle de 10 éléphants,
guelles tailles d’échantillon doit-on retenir dans chaque strate ? Quelle est alors la variance
de I'estimateur du poids total du troupeau ?

4. Si le directeur procéde a un tirage stratifié optimal de 10 éléphants, quelles tailles
d’échantillon doit-on retenir dans chaque strate ? Quelle est alors la variance de
I’estimateur du poids total du troupeau ?

5. Calculer les estimations ponctuelles et les intervalles de confiance a 95% dans les deux cas
des sondages stratifiés. Combien d’avions a affréter dans chaque cas pour étre sirs a 95%
de pouvoir rapatrier tous les éléphants ? Commenter
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1. Plans aléatoires simples

Principe
Tirage d’un échantillon de n unités sans remise et a probabilités égales dans une population de taille N finie

Notations
1. Dans la population (ou univers) U = {Ll...,k,...,N }

»  Variable d'intérét ;. Y de caractéristique individuelle Y}

= Total: Ty = ZHrY’"

i Iy 1
Moyenne: Y_E_ Nde;Yk

* Variance : Gi = %ZA’EU(Y’T‘— - }7)2

. : ) R B | s¢_ N
= Dispersion (variance modifiée) : 5_1. = N1 ZkeU (Y,‘ —Y_) =N_1 Gy

2. Dans I’échantillon s . sous-ensemble de U de taille n(s)

= Ensemble des échantillons possibles : S

Plan de sondage probabiliste : loi de probabilité sur S

p(s)=z0,vse S, et Z

Moyenne : v=

1

n

Y,
Z](ES k

~AD

Dispersion empirique : 55 =

n

1

-1

ZkeS (YA -y

f

seS

p(s)=1.

* Probabilité d'inclusion d'ordreunde k: 7, = P(k € S)z dewkap(s)
* Probabilité d'inclusion ou double de ket/: 7T, = P(k es.,le .S‘)= Zsem_ fes_p(s)

s Aw=mn—mem



Formulaire sondage aléatoire simple

Probabilité de sélectionner 'échantillon s - pls)=1/Cx,

1

Probabilité de sélectionner lindividuk : Yk eU, m;, = €)=+ = J/ (taux de sondage)
Parametre Proportion
‘intérét Moyenne EN N Total
Statistique p=MNo
Estimateur du = 1 . -1 _Ig -~ N .
a J I — = - Vi =— =/ PR —
parametre d’intérét ) Zkes Yo =5(s)| P n kZ: T fy=Nx} ) ke S Y
(=ly
Vraie variance \ +2 / NN e 12
- ; . n) N 1- S?
d’échantillonnage Var{f)z [1 i]—t Var(p) = [ 1 ——,} - pl-p) I"'ar(r‘v ): Nz[l - ﬂ]—‘
de cet estimateur N)n . NJN-L n N/ n
Estimateur ‘' $2 R . . . e
A n Sy PP n 1- . Sy
de la variance Va;{}!)—( _— Var(p) = {l ——)M Va;‘({}_ ): NE(I _n J_‘
d’échantillonnage " N)n N) n-1 / N)n

Intervalle au niveau de confiance 95% pour |la moyenne :

1Con T [F-196Fafs]. 519675

i SN

VVar(y)

sous hypothése que n est grand




2. Plans a probabilités inégales

Principe

Retenir les unités les plus porteuses d’information: sélection des unités avec des probabilités

proportionnelles a une variable X de taille corrélée positivement a une variable d’intérét Y

Notations

Formulaire
Probabilité de sélectionner Pindividu k :
Pour un plan a probabilités proportionnelles & une variable X de taille (corrélée positivement a'Y)

Vkel, m=P(keS)=n-<Ak
ZX k

Pour un plan de taille fixe,

keU

Zﬂ.’k =n

kel
Parametre
d’intérét Moyenne Total

Statistique

Si la taille N est connue :

l[[)'/r— Z YL :fJ z
Tk K
Estimateur Iy :r:Z .
d HOW'tZ'ThomPSO.n- Sinon, estimateur de Hajek : kees 7
du parametre d’interét ~ 1
(m-estimateur) Y n En particulier : =g -
Tk , — JT};
— l Y s r_\ff kes
ll[\H— ~ l — A
N-Zm L N
= Tk
(g3

Cas général Cas général :

Var( i Z ﬂr ﬂr Vai(n T):ZZY’ iy
Vraie variance H' 120 7t ] kel 1y

d’échantillonnage de
cet estimateur

Si la taille de I'’échantillon est fixe

Si la taille de I'échantillon est fixe

Estimateur
de la variance
d’échantillonnage

_ N Yi Y}
Var(f-)= 2]\[2;; o ﬂjmr Van t= ;Z(m P A
Cas général Cas général

Van(ym ZZ 7);’; }; ‘?ﬂ"i VGH( waZ 7}; }Z %‘;

/Lt.s les

Si la taille de I'échantillon est fixe

ey Y LA

HS FY

V(]I” /.ll v

kes les

Si la taille de I'échantillon est fixe

Var(ie Ly S (A

Si n est grand, I'intervalle de confiance pour la moyenne au niveau de confiance 1- o est:

1G« (/[1 ):iill’\[.\'fr_lf]_%\ VAa I"(I[’}_\’:r);/% ey Y, I}ar(ﬁ{m) j‘

ou 4= désigne le fractile d'ordre 1- o/2 de la loi N(0,1)




3. Plans stratifiés

Principe
Partitionner la population en sous-groupes homogenes appelés strates, et tirage d’autant d’échantillons
indépendants qu’il y a de strates. H strates notées 1, ...h, ...H

51 Sy

Su

Notations

1. Dans la population

H H
U :hL:)th ot N:ZM

h=1

H H
= Total: l‘_1-=Zl‘_1-h=ZM;)_)h

=l =l

=  Moyenne: J_}_Rf_ ]X;’yh avec Vi= Zy"

h=1 AtU

*  Variance: OT?_NZ '—,V)Z ZNh m"‘z h ’—y)z_ 1111tm+o-\21me; N_l 7

avec O _]\1[1 Z(yk_)_)”)z

=0

2. Dans I’échantillon

Al H Al H
e S=USH et n:Zm
h=1 h=l

* Moyenne dans S, : y__zy"”

]LES.TJ

» Dispersion dans S : Z(y _yh}

AeSh



Formulaire

Parameétre
‘intérét Moyenne Proportion Total
Statistique
Estimateur du . A e & A
parameétre } i%w, p= ]]\\77” -Dh = yzzt\-fz:ZM;yh
d’intérét = =

Vraie variance
d’échantillonnage
de cet estimateur

Var v]:Vm{iMw;} iVm @w;]

=1

Si plan simple dans chaque strate :
Hh

A H 2,
R

Si plan simple dans chaque strate

AR )
NN

a3l

h

Vaf'[fl;]:Vaf'[Nl% ]:NZ Vm‘[%]

Si plan simple dans chaque

strate :
Var[IV]ZZNf( ]’3; )S;T

Estimateur
de la variance
d’échantillonnage

Si plan simple dans chaque strate
/i)

14 ar[t ]EZ(N]’)( N;,%

Si plan simple dans chaque strate

Falph3 Rt

I

Ni

'E “_ ﬁ]ﬂ !
m—1

Si plan simple dans chaque
strate

Varly ZN(

Fih

N h} 7

Intervalle au niveau de confiance 95% pour la moyenne :

Y
sous hypothése que n est grand ﬁ
Var(y)

V-

Choix des allocations

— N(0, 1)

Allocations proportionnelles : %:% VhE{L...H}

Allocations optimales sous contrainte budgétaires : m=C"

Allocations optimales de Neyman (sans contrainte de budget) :

NiS,,

1z _I’I—

s,

JOY NS NG
1=l




4. Plans par grappes

Principe
Partition de la population en sous-groupes appelés grappes, échantillonner un certain nombre de grappes,
puis recenser tous les individus d’une grappe selectionnée

= \‘/‘/’
S
Notations

1. Dans la population U constituée de M grappes et N individus

M M
. (}—K-_)ljg et N=ZN2
= P
M M
Iy :Zf_vg :ZNgﬁg
g=1 g=l
M
— b Ng — _ 1
» y=—=) —=V; avec Ve=77 2 Jk
- N ps N~ Ne ]\;g
. ‘g‘ZLM fw_i
ML M



Formulaire

Paramétre
‘intérét Total Moyenne
Statistique
Estimateur du
: ;M v=Li=-M S'N.7
paramétre L= ) he ) ly= glVe
d’intérét m g& N Nm” e5c

Vraie variance

' . M Varls L vasf
sechanitonmage| v fyfarl )Lt ] |Felkserob]

Estimateur o \ ~ LT Lo T
de la variance Var[fy]:ﬁ/ﬁ(l 1 /1 L [Tﬂg £ ) Var[ﬁ]zﬁi/ar[fy]
d’échantillonnage Mm m_lgesc M

Intervalle au niveau de confiance 95% pour la moyenne :

1Cos, (?): [% -19 GJE(I__’) y+ I,QW}

sous hypothése que la taille de I'échantillon est assez grande.



5. Plans a deux degrés

Principe
Dans une population partitionnées en sous-groupes appelés unités primaires, eux-mémes constitués d’unités

secondaires :

1°" degré : tirer un échantillon d’unités primaires
28me degré : tirage d’unités secondaires dans chaque unité primaire retenue, de maniére indépendante

U-; U;‘ UM
S,
S Su
Notations

1. Dans la population U constituée de M unités primaires et N individus

M

M
U Zl_k;_)l[]f ot N:;N,-

M A

" I;:Z.f_w :ZM}_’r
i1

-V :r_‘:iﬁyf avec Vi e Zy k
N i=1 N Ni keli

l M f 1 Ni
u kS\'z: f i L t ‘S\'f? —_ ’]\‘__’1‘
ML) TN ;(J’ wf
2. Dans I’échantillon S constitué de m unités primaires et n; individus

. S=UUS o =D

ieSup ieSi

eSup kesSi



Formulaire

Parameétre
‘intérét Total Moyenne
Statistique
Estimateur du , : n
' ~ & _1l;_M =
paramétre f)‘:z} Z =M 5" Ni Vi }’ ﬁf =N ZN gVe
d’intérét = Tk m . Payond m Payont i fesi geSe

Vraie variance
d’échantillonnage
de cet estimateur

Var‘[%L#Var[ﬁ v]

Estimateur
de la variance
d’échantillonnage

2 M 7

Ip m 7 M (i}&
Var [ry]:MZ(l M)%+ LY N fE
m 57 M ( i )gi

Var [rv]=M?(l s j;’ N

ParlplLvarfiy]

Intervalle au niveau de confiance 95% pour la moyenne :

ICys, (T [_1%—1,9( Varly), 3 +196yVar ]‘}

sous hypothése que la taille de I'échantillon est assez grande




6. Redressements

Principe

Apres la collecte, intégrer de I'information auxiliaire dans la construction de I'estimateur

Formulaire (estimateur Post Stratifié et par la régression vus en cours)

En notant X I'information auxiliaire,

Méthode

Estimateur du total

Vraie erreur quadratique moyenne de cet
estimateur

Estimateur
d’Horvitz-Thompson

~ 1}]\-
r."zzzv_:ﬂ k
P

P’gl‘(;"‘i‘.ﬂ_): ‘,’Vz[ 1 _%]9_\2

n

Estimateur par la
différence

a‘D:f}‘:T'i‘tT—Erﬂ'

%+53725x1.)

I"ar'(f‘_.D): }\-’3(1 ;_7 ] (Sj
' N n

Estimateur par le
ratio (ou le quotient)

Al
f1 Q—f1ﬂ- =
[x7

Sy +R? S“ 2RS.
VL’”‘[ 1() )_1\‘1[1_§}( + - \'1)
avec R=l=L

tr X

Estimateur par la
régression

ﬁD:ﬂz"‘i)(ﬁ\'—fx 7)

)

S5

Vm{ 10 J_Nz[l—irJ—-‘(l—pz) avec p:'s;~1
N n y

avec h="2 Ss“ 518,
Estimateur post- _ Nh ) N —n JN— n]\ﬁ EN-Ni ¢
stratifié o OS’_ZN}!W iy > Var{n g m): ZNJ]S‘ "NA N

Estimateur par substitution de I’erreur quadratique moyenne

Intervalle au niveau de confiance 95% pour la moyenne :

[Cos, (T [ﬁ—l,%\/ﬁari‘ﬁ, 74196 ﬁmﬂ

sous hypothése que la taille de I'échantillon est assez grande.




